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Analiza Funkcjonalna SPPI IIr.
WYKÃLAD 6: Operatory i funkcjonaÃly

Niech V i W bȩda̧ przestrzeniami unormowanymi (nad R lub C).
Definicja. Operatorem (liniowym ograniczonym) z V do W nazywamy funkcjȩ
F : V → W speÃlniaja̧ca̧
1) F (x + y) = F (x) + F (y),
2) F (αx) = αF (x),
3) sup{‖F (x)‖ : ‖x‖ ≤ 1} < ∞.
Pierwsze dwa warunki to liniowość, trzeci nazywa siȩ oganiczoność (choć formalnie
F nie jest funkcja̧ ograniczona̧ na V ).
Liczbȩ w warunku 3) oznaczamy przez ‖F‖ i nazywamy norma̧ operatora.
Twierdzenie 1. Zbiór L(V,W ) wszystkich operatorów z V do W z naturalnymi
dziaÃlaniami i wyżej określona̧ norma̧ jest przestrzenia̧ liniowa̧ unormowana̧. Jeśli
W jest Banacha, to L(V, W ) też.
Dowód jest elementarny.
Twierdzenie 2. Każdy operator (liniowy i ograniczony) jest cia̧gÃly. Każda funkcja
F : V → W liniowa i cia̧gÃla jest operatorem (tzn. jest ograniczona).
Dowód. Oczywíscie, z liniowości, F (0) = 0 (powinno siȩ napisać F (0V ) = 0W ).
Wystarczy pokazywać cia̧gÃlość w zerze, bo jeśli xn → x to F (xn)−F (x) = F (xn−x),
a to da̧ży do zera jeśli jest cia̧gÃlość w zerze. Niech zatem 0 6= xn → 0 w V . Wtedy
0 6= ‖xn‖ → 0. Zatem ‖F (xn)‖ =

∥∥∥‖x‖F ( x
‖x‖ )

∥∥∥ = ‖x‖
∥∥∥F ( x

‖x‖ )
∥∥∥ ≤ ‖x‖‖F‖ → 0.

Czyli F (xn) → 0.
Teraz zaÃlóżmy, że funkcja liniowa F nie jest ograniczona (na kuli jednostkowej).
Wtedy istnieje cia̧g yn 6= 0 taki, że ‖yn‖ ≤ 1 oraz ‖F (yn)‖ → ∞. Wtedy wektory
xn = yn

‖F (yn)‖ speÃlniaja̧ xn → 0 oraz ‖F (xn)‖ = 1 6→ 0. Czyli nie ma cia̧gÃlości (w
zerze). ¤
Uwaga: W drugiej czȩści dowodu korzystalísmy tylko z jednorodności funkcji F .
Definicja. Obrazem i ja̧drem operatora F : V → W nazywamy odpowiednio
F (V ) = {F (x) : x ∈ V } i Ker(F ) = {x ∈ V : F (x) = 0} (czyli F−1({0})). Oba
zbiory sa̧ podprzestrzeniami liniowymi (pierwsza w W , druga w V ). Ker(F ) jest
zawsze domkniȩta.
Definicja. FunkcjonaÃlem na przestrzeni unormowanej V nazywamy dowolny oper-
ator F : V → R (lub C, w zależności od tego nad jakim ciaÃlem jest V ).
Definicja. Zbiór wszystkich funcjonaÃlów stanowi przestrzeń linowa̧ unormowana̧
(norma̧ operatorowa̧). Ponieważ R i C sa̧ zupeÃlne, przestrzeń funkcjonaÃlów jest
przestrzenia̧ Banacha (niezależnie od tego, czy V jest zupeÃlna czy nie). Nazywamy
ja̧ przestrzenia̧ dualna̧ do V i oznaczmy V ∗.
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PRZYKÃLADY
1. V = Rn. Wtedy V ∗ = Rn. Ogólniej: jeśli V jest ośrodkowa̧ przestrzenia̧
Hilberta, to V ∗ = V . Mainowicie, każdy element y indukuje funkcjonaÃl wzorem
Fy(x) = x ◦ y. ÃLatwo sprawdza siȩ, że jest to funkcjonaÃl i jego norma wynosi
‖y‖. Trudniej pokazuje siȩ na odwrót, że każdy funkcjonaÃl jest tej postaci. Trzeba
skorzystać z bazy ortogonalnej (na ćwiczenia).
2. V = l1. Wtedy V ∗ = l∞ (na ćwiczenia).


